Berhuy /Gowdon/Perrin

Legon 104 : Grroupes abeliens et non
abgliens finis. Exemples et applications.

Dans L'ensembie de Lo Legow , 5 aven n'er padeisé G de'sfgne un Quoupe fint.

I - Nooon d‘exdre

Definition 1.1 Gn ait Que x € G at dlordre fint 1 Ik tows - QRcupe <z > ed Minl.
Le cox Ehéamt, on cht que L'@cie de x et L'owcae de <x> @ on Le  noke

ed(x),

Proposihon 1.2 Sait 2 € G alew ed (x) = min { Kk EN*[x* = e }.
Exemples Loa

o I est dordre n cdans (Z,, +) avec n» 2

b Il neutre o'un gRACUpe € d'eictke 1

3 (-cf _‘;) at ofeice 2 dans Gly(2;3)

- . .
Definition 1. Sevt H un -ous - QRoups de G, On appelle inglice de H dong G, le cor -
ohnal de ('ensemble quohent G/ Oh le note CGriHI.

Théordme 1.8 (Lag‘ange) Sent H un <0 - QRaupe de G, On o alou . I1GI= [G:HIIHI.

Conséquence 1.6 Ansi, |'ocae cle tout Low - groupe de G divise l‘ondre de G. En

poxtculion ; | edae de toct El€ment de G divise ['oidae de G.

Appuication 1.# Tow et Eéments chfrents du neuhe d’un @roupe d'ewe p pemier

Aot o/ engae P

Definition 1.8 On appelle exposant ge G, noke exp (G), le plus pebit emer n € N* qui

vErifie que poua tout x € G, 1" = e.
fropowition 1.9 On o exp(G) = ppem {ord(x) [ x € G }.

Poposition 1.10 & G et un groups abeiien dleu Il admet un E€ment d'odlic exp (G).

Exemples 1.11
b exp (Z3)= 3

DQXP(Ss) =0
p exp(Dg)= 4

Theoweme 1.12 (Bumnside) Sent H un 20w - quagpe de Gl, (€) , d' exposant fint | alew
H et d'owate fini.

IC . Achions de qroupog

Difintion 2.1, Soit X un ensemble quelcaongue . On appelle action de G sur X

toute apptication G x X —y X, (9 %) — Q. x wvErifwant :
(O Yx €EX,e.x =x
ui) Vg9:9’'e G, ¥x X, 9:-Q'-x)= (g%
On dit alow que G opire sun X,
Remaxque 2.2 Ti revtent au meme de 42 dcnnen Un maphieme o G —s S(X), on pare
aler g.x = (pP(gIx).

Exempler 2.3 :
> G agt ua Lul -mEme pox cenjugaison: (3§ €GxG — §.9'= gg’g-?
> G ogt L ful - méme pau transiation adQuehe: (§.9)€EGx G — g.g'= 99’
b <r> agnt wwx W,
Application 2.4 (Théoréme cle Coyley) G ext sowphe G- UN SOU -Guoupe de S(6)

Définition 2.5 5 G cpare . un ensemble X, on déhinit powr x € X:
(O le stabilisatewa de x : Stab (x) := {9€Glg-x = x}
L) Hombite de x: O, :={g.x I ge G}

Rxopm‘ an 2.6 Tbua tout x € X, Stab (x) et un oLt - GRouUpR de G

Lemme 2.3 (Equation owx classes) i Gr agit _sur un ensembie X et & X ext fini, alou

Xl = o 10, | o& R ast un RyskEme de repacsentoutts des eniikes.
XKER

Remoaque 2.8 On oatiernt cunsi IX(= Z el
XER IStabxl

Appliication 2.9 Le centre de taut P - @oupe et non triodal,
Apphication 2. 10 Tod guoupe ol’cclie p’ ol abalien.

Apptication 2.11  Le greupa clidaral 3, des isométrier paesewvant is polygdnes Régu-
liers & n Cotes , ext d’‘acue Ln g = o

JC . Groupes abéliens finis

Définition 3.1 Un QRoupe ext cot elique t'al eat monogene fint.



Foposition 3.2 Tout groupe monogéne eet abe Lien.

Remauque 3.3 Ainsi, en paaticulien tout Fupe cyclique 2t akalien.
Propoaition 3.4 Si G et tyclique O'exclte n alew G = 2Z,,

Application 35 Tout Pups o'@dhie memien p Ut cyclique dom isomaphe & Zp

Progosition 3.6 Taut oupa cyclique admet, pout tout clvisews & de |Gl un unigue fow

gpoup d/encace do.
Exempies 3.7
> W, = {e,zmrr/nl k € IO,n—lﬂ}
» (Z;;"; )

b Z n'et pau cyclique can Infini

Froposition 3.8 Tout saus - gRoups ol'un QROUpe Cyclique @t Cyclique.

ThEor€me 3.9 (Th€xeme chineis) Soiert nim € MN* Pemiels entre eux oo Zmpx Zymx Z, -

Lemme 3 10 Seient G un gRoupe abelien fini et H un 2au- gaoupe de G. Aleu tout

Cone.ckre X de H <o p:donse en un waackere ce G.

ThéorEéme 3. 11 (Théomeme de _ttruchure des groupat abgliens finis ) Sert G un GRoupe abt -

T uswadddaaip

]
lien fini non frivital. TI exiske olew ry 1 et ny, oy nR> 2 Enmfiant ng | Migp , tels l
que G = Zn, x...x Zp,. De plus, 3l y o unicire dex entiens L et ny. 3

Application 312 Tout Youpe o’ erctte p?, avec p Paemier | el isomephe i Zox Zp ou

a EPI..
Exa.mplec 313
) 2150 L 25 X 130

b W, x lelx!ngxU.l3xllls RS Ay ™

IV - Groupe remonquables

d.Les p- Sylow

Definition 4.1 Seit p un nombae paemien. Si [Gl= PYm, avec x» 1 et p4m,en appelle
p-20ut groupe de Sylow; od p - Sylow  de G, tout sow - goups d'ecte p%.

Exemple 4.2 £
lGLn “FP” = (Pn_.‘) (Pn = Pn—l) = p nn-1) s, J-_rl (PK_1>

H={"‘=(m:3),j € GLa (M) [Mmij=0 # 153 et miz= I} wt un p-Sylow de Glo ()

Lemme 4.3 St G un guoupe d’elie PYm amec w3 1 et pAm, et seit H un sous-
Foupe de G. 91 G aamet un p- Sylow P alu il easke g € G tel que 9Pg" Loit un
P‘SleNCh H.

Consé'q.leme 4.4 G admet un p- Sylow.

Thecigme 4.5 (Théoréme de Sylow) St G un Quupe fini o’ eigee pmM, Quec P pmRL, o3 1
e pim alons:
() Tt 10w - Guoupe de G e contenu cvu un p - Sylow

—

() lee p -~ Sylow -t canjugues
D41 np e de nOmbie Ge P-Sylon, np =1 Cplet np lim

Exemple 4.6

D un guoupe a‘edie €3 nem pas smple
> un groupe c'orchie 33 1 CGychque

2. Groupe symétrique

Definition 4.7 Soit X un ensembde non vide. L'ensemble dee byiechions de X etk un goupe palx @
& de compomition, on | ‘appelle 9RAU P sym?f'rique,,\.u-\ X et on & ncote 5()()_

Remaaque 4.8 Lasque X = D1, nJ, on le nate §, . Lowsque IEI= n, on o SE)xS,.
Lemme 4.9 Rur n2 3, § enr nen amiven.
Remaique 4 10 Le groupe §y ett Tini a‘eciae n!.

Theowme 4.1 Seit ¢ € §,. Aleu © 4o decompote, de maniére UNique a UcRdre de fuctews pRes,
en un paocluit Ge Cycler G Suppants disJOfﬂ‘LS.

HRoposition #.12 Le Goupe O et engencai poxa let tren spowtions les Tran sposition de
@ forme (2,1), P lee transpositions de la faume (1, 1+¢) € poa (12) et (12,..n).

Definition - pacponition 4.13 Ii exste un nique maphisme € : §, —, C€* non trivial, appelé sigratuae.
De plus, & 6 eut paocuit de K transpositions , E(6) = (=1)X.

Définition 4.14 Le gRoupe altene, note U, , et L'ensemble oo poamutations Ce €ignatume 1.

Roposition 4.15 Le @oupe alteané A, est L'unique Sous -gROuR de Sn d'indite £.

Proposition 4.16 Le Guoups oA, et omple & et Soulemert & n=3 ar n) 5.

[2A3p

- Application #.13% Le Goupe g et L'unique guoupe simple Al 'ectie GO @ isomophisme pres.

$.Gruquzur€mm1unduaapgﬂnis
g s (-0 -5
z | e 5 & nn-t)rz
L R GL, (IFg) ¢ K
Rroposinion’ Le gRoupe Linktuie Gl, () ext fini d'octe q k[f;(q 1).




Proposition #.19 Seere n% 1 et gy 2, alou Z(GLa(F)) = 2T, [ € L
Conséquence 4.20 Minsi, poua n 2, Gil, (Fg) nles P obeben.

Proposition #.21 Lu matricer de tonyvections et de ol latabion engendremt  GL, (Fg)
Roposition 422 Rux m21 et g2 2 , 4 (0, Q) #(2,2), D (Gl (Fg)) = SLa (Fy).
Remooque 4.23 Do e cas GL, (F,) , le groupe dério eat {I,}.

Proposition 4.24 (T somaphismet exceptionnel) On o les isomawpnimer auivants
W G, () ~ &,

aw PGL, (F) > &, et PSL, (F) =~ A,

wiy Paly (F) x> PsL, (F,) ~ u,

av) PGL, (R ) ~ Og et PsL, (Fs) ~ o4

P-enmqq_e 4.25 Cet i-somo..plw P mettent de tarcher s (2 .hmpb‘uk’ ow non de (& QROupA.




